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1 Lebesgue-integralen

i, /°° F()] < 00 = L'(R)}
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/R () + g()ldr < /R F)ldt + /R ()t

1f +gll < Ifllx+lglle Mafll = lal - [[f]]

1.1 Nollmingd

En méingd E C R kallas nollméngd om det for varje ¢ > 0 finns intervall
11,15, I5... sa att

1. ECLUl,Uls...

2. 3t o] <€

1.1.1 Ex

Q = alla rationella tal @ &ar en nollméngd.

Bevis
Q={q1,92,43,94,95...} € givet

Faktum
Om f(t) = g(t) for alla ¢ € R férutom t i en nollméngd E sa att:

/R F(t)dt = /R g(t)at



1.1.2 Ex

1 te@Q
f(t):{ 0 R¢Q

Nagon Riemann-integral finns en ty alla undersummor &r 0 och alla Gver-
summor ar 1.

Lebegue-integralen daremot ar 0 eftersom funktionen &r 0 férutom i en noll-
méngd.

Sensmoral: Tva funktioner som skiljer sig at pa en nollméngd betraktar
vi som lika.

Om f bara finns pa intervallet [a, b] definera

f(t):{ (J)f(t) t € [a,b]

utanfor

[ swa= [ foa
Rf(t)dt‘ < [ 15

Viktig olikhet
Komplexvird funktion:

Bevis

/ =Re?’ R= /f(t)dt'

R R

R= e_w/ ft)dt = / e f(t)dt = Re/e_wf(t)dt =
R R
[ Komplex integral = fR —1— ib(t fR t)dt + sz }
Re [, f( fR Ref
/Re —0f(t) ﬁ</U )| dt
<le~ “f( )I=1f @)

Foljdsats
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2 Approximationsstats

Givet: f: L'(R) €>0

Det finns en funktion g som &r kontinuerligt deriverbar och som &r = 0
utan for ett begrénsat intervall och s& att ||f — g|| = [ | /() — g(t)|dt < e

2.1 Bevisskiss

Vilj a sé att [ [f(t)ldt > 5 |t|>a
Approximera f(t) pa —a <t < a med trappstegsfunktion h(t)

/ ") — ()t <

—a
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3 Rieman-Lebesgues lemma

Wl m

Runda av hornen ger g(t)
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Om f € LY(I) sa ir
lim /f(t)ei)‘tdt =0
A—oo Jr

3.1 Bevis

Fall1 f = Snéll funktion (kontinuerligt deriverbar) och 0 utanfér begrénsat
intervall [a, b]

it b it e ’ I iXt I
[atvean = [“goeva— |Sa0] o [T
a a a

0 ty g(a)=g(t)=0

’)\’ /‘el)\t / )’dt

lg'(#)]dt < M®—-a)—0da X — o0
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( ) z)\tdt

Allménna fallet Approximera f med snall funktion g

Jilf ) = g(®) <€

el =| [weac s [0~ owra

Mtdt‘ /| t) + g(t)e™|dt < ‘/ ”‘tdt' +e<ete

om |/\| > w



3.2 Foljdsats
om fe LYT) & lim, .o f(n)=0
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periodisk 27

fellR)< lim flw)=0
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