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1 Hamiltons Equations of Motion
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Om Hamiltonianen inte har nagot explicit tidsberoende och potentialen V'
ar konservativ s dr Hamiltonianen automatiskt systemets totala energi

H=T+V=F

Rorelsen ges genom de kanoniska ekvationerna:
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En variabel ar cyklisk om den inte finns med explicit i Hamiltonianen vilket

ocksa ger att
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Dvs det generaliserade momentat ar konstant.

2 Canonical Transformations

Vi vill trnasformera Hamiltonianen H till en ny funktion K(Q, P,t) pa ett
sadan sétt att rorelseekvationerna i de nya koordinaterna har formen
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funktionen K har rollen som Hamiltonian i de nya koordinaterna. Transfor-

mationen maste vara problemoberoende. Dvs (Q, P) maste vara kanoniska
coordinater for alla system av samma frihetsgrad.
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Dar F ar den genererande functionen.



2.1 Exempel: Harmonisk Oscillator

dir vi sitter k/m = w?, vilket ger
H = (5 + m2w?e?)
2m
Vi soker en transformation pa formen
p=f(P)cosQ
1(P) sin Q)

mw

Vileket ger oss H som funktion av () och P

K=H= @(COS2 Q +sin’Q) = (D)
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sd att @ ar en cyklisk variabel. Dér vi soker f(P) som gor transformationen
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kanonisk. Om F = F} = ™% cot Q far vi de kanoniska transformationerna
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Vi 16ser detta system for p och ¢
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vilet ger att f(P) = v smwP. De nya koordinaterna ger oss en hamiltonian

pa formen
H=wP

Eftersom hamiltonianen &ar cyklisk i ) ser vi direkt att momentat P &r
konstant och vi far

E
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Ekvationen for rorelsen i (Q har nu reducerats till denna enkla form
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Med den omedelbara 16sningen

Q=uwt+a«



I den gamla koordinaterna far vi rérelsen
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p = V2mE cos(wt + )

2.2 Poisson Brackets

Tva funktioner f(p,q) g(p,q)
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ok = dq; dp;  p; Vg

dar
{pi, @i} = ds5

Om en transformation &r kanonisk sa ar alltid {P,Q} =1

3 Hamilton-Jacobi Theory

Vi kan automatiskt forsdkra att de nya variablerna kommer vara konstanta
i tiden om vi kréver att den transformerade Hamiltonianen, K &r identiskt
noll, eftersom detta leder till rorelseekvationerna
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Vi vet sedan innan att K ar relaterad till den gamla Hamiltonianen och den
genererande funktionen som
oF
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och maéste darfér vara noll om F' uppfyller ekvationen

H(q,p,t) 0

i
ot
Det ar smidigt att valja F' som en funktion av de gamla koordinaterna p; och
de nya konstana momenta P; och eventuellt tiden t. F' = Fy(q, P, t). For att
skriva ner Hamiltonianen anvander vi oss av "transformations-ekvationerna”
o OF,
pi = 94
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s att

H(q g 22, 22, =29

Denna ekvation kallas the Hamilton-Jacobi equation.
Vi soker nu den genererande funktionen Fo dar

OF; aF2_> OF,
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Denna ekvation kallas for Hamliton’s Principal Function

oS oS

Vi satter i detta i Hamiltonianen och far

oS oS

3.1 Exempel: Harmonisk Oscillator

1 (p?
H(q,p) = 3 <E + k‘q2>

Detta ger oss Hamilton-Jacobi Equation
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Separation av variabler S(q,t) = W(q) + E(t) ger oss
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Dir vi har att £ = « och E = at

S(g,t) =Wi(q) + ot
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och slutligen koordinaterna som funktioner av tid

1) = | =2 sin [ %(—ﬁ—w]
p(t) = vV —2ma cos [\/g(—ﬂ — t)]

4 Action-Angle Variables

Om ett fysiskt system dr periodiskt i alla koordinater sa kan man infora en
ny typ av koordinat som kallas Action-Angle Variables dar action-variabeln

defineras som
I= j{ p dq

Dvs integralen 6ver den slutna kurvan i Fas-rummet. Angle-variabeln ar da
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4.1 Exempel: Harmonisk Oscillator
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Har kan vi enkelt berdkna integralen eftersom vi vet att den &r en ellips i
fas-rummet och att axlarna ges av
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Resultatet av detta

A=F=—wl
2
I=0 = I = const
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