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1 Bakgrund

I klassisk mekanik vet vi fran initialvillkoren ett systems rorelse exakt for
all framtid, men i komplexa system s& kan det vara véaldigt opraktiskt att
beridkna en exakt 16sning. Ett exempel ér en gas med ett stort antal molekyler
— lat séga nagra mol, dvs i storleksordningen 10?3 st. Det &r uppenbart att
vi inte kan berdka ett systems rorelse utifran en exakt beskrivning déar varje
molekyl har ett antal initialvillkor i position och hastighet. Istéllet kan vi se
systemet ur en statistisk synvinkel och anvinda oss av ett fatal egenskaper
hos ett makrosystem vid tg, sdsom systemets temperatur eller totala energi.
Statistisk mekanik férsoker Gver huvud taget inte 16sa problemet exakt utan
anvander sig av dessa mer globala egenskaper hos ett system och en statistisk
bild av mikrorsystemens tillstand i makrosystemet. P& det hér séittet kan
man beridka makrotillstandet som ett "snitt” av mikrotillstanden.

2 Liouvilles sats

Om varje mikrosystem (molekyl eller partikel) representeras av en punkt i
fasrummet sa representeras makrosystemet som en slags svirm i fasrummet.
Liouvilles sats sdger att densiteten av mikrosystem i nidrheten av ett specifikt
mikrosystem forblir konstant Gver tid.

Densiteten i ett system kan variera med tiden pa tva olika satt, dels
implicit beroende eftersom koordinaterna for ett system (g;, p;)* varierar med
tiden och systemet ror sig genom fasrummet. Dessutom s& kan densiteten
bero explicit pa tiden nér vi evaluerar den vid en fix punkt i fasrummet. Ett
uttryck for densitetens tidsberoende ges av

W tpm+ 2 (1)
dir den forsta® termen #r det implicita beroendet och den andra termen det
explicita beroendet.

Vi tittar pa ett specifikt mikrosystem i fasrummet, systemet omges av ett
antal mikrosystem som skapar en volymen. Systemet kommer att utvecklas
med tiden och punkterna i rummet som definerar volymen kommer att réra
sig i fasrummet, volymen kan &ven &ndra form med tiden. I figur 1 ser vi
ett exempel pa ett system som rort sig fran en tid ¢ till £5. Det ar tydligt
att antalet mikrosystem inom volymen kommer att vara konstant, detta ef-
tersom ett system inuti volymen omdjligt kan lamna den. Detta beror pa att

!Systemets generaliserade koordinater och momenta
2[p, H] #r en Poisson bracket dér H dr Hamiltonianen for systemet och p dr densiteten
av mikrosystem. Poisson bracket defineras som
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om ett mikrosystem skulle ta sig ur volymen &ar det tvunget att vid nagon
tidpunkt vara pa exakt samma stélle som ett av mikrosystemen som defi-
nerar randen av volymen. Eftersom varje punkt i fasrummet har en unikt
forutsdgbar framtid s& kommer dessa bada punkter att rora sig tillsammans
for all framtid, alltsd kan punkten aldrig ldmna volymen. Exakt samma ar-
gument géller for en punkt i fasrummet som befinner sig utanfér volymen.
En punkt utanfér volymen kan aldrig ta sig in i volymen.
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Figur 1: En volym vid tva olika tidpunkter i fasrummet

Forflyttningen i fasrummet kan karakteriseras av en kanonisk transforma-
tion. Enligt Poincarés integral-invariant sa ar en volym i fasrummet invariant
under en kanonisk transformation, darfér kan volymen som ett mikrosystem
upptar i fasrummet aldrig &ndras under en sddan transformation. Alltsa &r
bade antalet system i volymen d/N och volymen sjalv dV konstant och det
ger oss att densiteten

dN
- 2
P=av (2)
maste vara konstant. Dvs J
P =0 (3)

dt
Vilket bevisar Liouvilles sats. Detta resultat insatt i ekvation (1) ger oss den
alternativa formuleringen

P~ _ip,H (4)

Nar ett antal mikrosystem é&r i statistisk jamvikt, &r antalet mikrosystem
i ett givet tillstand konstant i tiden. Vilket dr detsamma som att sdga att
densiteten av mikrosystem vid en given plats i fasrummet inte dndras med
tiden.



